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三階論理の特性について
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(2)α∈VAR のとき, α=(0,1,・♀・ 1)(n≧1)または α=(1,寸11);
(3)α∈VAR かつ α=(0,1,・♀・ 1)(n>1)のとき,(0,1,1二: )∈vAR;
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|     (4)β∈VAR かつ β=(1,・]・,1)(n>1)のとき,(1,1・1)∈vAR。



























(7)個外変項 :x,y, z, xl; X2, X3,・… (タイプは1);
1項関係 (性質)変項 :Xl,Yl, Zl, Xll,X12, X13,中●(タイプは (0, ));
2項関係変項 :X2,Y2, z2,x21,x22,X23,…(タイプは (0,1,1));
等々。
(8)0項関数定項 (=個体定項):a, b, c, Cl,C2,C3,・… (タイプは1);
1項関数定項 :fl, gl, hl, f ll, f12, f13,…(タイプは (1,1));
2項関数定項 i f2, g2, h2, f21, f22, f23,…(タイプは (1,1,1));
等々。(タイプ (1,1,丹士11)(n>1)がvAR(SOL)に含まれないのは,上記のよ
うに,関数変項を量化可能な変項に含めないからである。)
1項関係定項 :RI, Sl,Tl,R ll,R12,R13,…°(タイプは (0, ));
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I           Rン⊆A×・P・×A
こうして,構造ンでの関係Rンは個体のn項デカルト積の部分集合である。










(Cお)ccoPER CONS)。こ の と き ,ノ が Bの 部 分 構 造 (substrtlcture)であ る の は ,ノ が 以 下 の (1)一
(?)を満たす とき,かつそ の ときにかぎる :
(1)A⊆B
(五)すべてのn項関数定項 f∈OPER.CONSに対 して ,























(1)関数hが一対― (iniectiol■Jで上への (suttectionl関数 фttectionlである。すなわち,
























































































h(fン(xl,い。,XIa))=fB(h(xl),一,h(xn))  [準同型の定義 (五)より]









⇔ (h(yl),一,h(恥)〉 ∈RB [④より]
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hが,Aの任意の元 xをそれの同値類 [x]=に写像する関数である, とせよ。すなわち ,
h:A→A_
x卜→ [週=(つまり, h(x)=[x]≡ということである)
1,このとき, hは上への (onto)関数である。実際, A三={EX]三:X∈A)={z:ヨx(x∈
AAz=lxl Ξ))だか ら,任意のzについて, z∈Aことすると,あるx。∈Aが存在 して, z=
lXO]三である。 hの定義より, h(x。)=[x。]==zであるか ら, z∈{z:ヨx(x∈A∧h(⊃
=z)}=h[A],つまりzはhの値域h[A]に属する。 こうして,A三⊆ h[A]。 hはAから
A三への関数として定義されているので, トリヴィアルにh[A]⊆A三。 これ らによりh[A]=
A=,すなわち関数hは上への関数である。
2.つぎに準同型の定義条件2,3(■)に相当する等式を示したい。実際,














































=h(fン(xl,・・・,為))                     [Hの定義]
=fB(h(xl),…,h(為))     [hがノからBへの準同型であることから]






⇔ (xl,・・・,為)∈Rン       [～hを,命題2.7.3の(?)での三と見る]





















n」            n≧
(ここで,各nに対して,M(ソ)⊆A,M(ソn)⊆An=ヂAn。すなわち, n項関係は常にAnの
巾集合において値を得る。)
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は,変項Xnを関係XPへと写像する割 り当てであり,他の変項に関してはMと一致する。従って ,
MXnゝ=(M―{(Xn,M(Xn))})∪{(X・,Xn)}。
3.1.4 同様にして,われわれは,タイプの相異なる任意の変項vl,…・,Vn,および これ ら
と同じ添え字の変項 と同タイプを持つ, A中の個体または個体間の関係 vl,…,Vnに対 して ,
W[Vl Vnvl vュ                                                      、
を定 義 す る。す な わ ち,M?‐Vn ? vn=(M~{(vl,M(vl)),一,(vn M(vn)〉})∪{(Vl,vl),
・・,(vn,Vn〉}。


















(P4)√(λ xl・xn φ)=((xl,…・,xn)∈AX…×A:デ瀾 Xn xl―xn SAT φ}




特 に √SAT τl=τ2⇔デ (τl)=デ(τ2)。 また, F SAT上は不成立。
(F2)F SAT Πn=vn⇔デ(Πn)=√(Vつ
(F3)F SAT司φ⇔ √SAT φでない ;     ノSAT φVψ⇔F SAT Oまたは √SAT ψ ;
F SAT φ∧ψ⇔デSAT φ力ゝつ√SAT ψ ;
デSAT φ→ψ⇔デSAT φならばデSAT ψ ;
F SAT φ←→ψ⇔デSAT φのときかつそのときのみデSAT ψ
(F4)F SAT∀xφ⇔すべてのx∈Aに対して ∫上SAT φ ;
F SATヨxφ⇔ 少なくとも一つのx∈Aに対 して √上SAT φ ;
(F5)F SAT∀Xnφ⇔ すべてのXn∈Anに対 して ∫tnSAT φ ;
田畑博敏 :第二階論理の特性について












































































すべての式φ, ψに対して, φ卜引ψ ⇔ 卜φ←→ ψ。すなわち,二つの式が論理的に同値であ
るということは,その二つの式からなる双条件法の文が妥当であるということに他ならない°9七
3.4.3 命題 :すべての式φ, ψに対して以下のことが成り立つ :
(1)上卜引 …x=x
(2)φ∧ψ 卜引 司 (司φV司ψ)
(3)φ→ψ 卜引 …φvψ




3.4.4 命題 :すべての式φ, ψに対して以下のことが成り立つ。(証明略)
(1)―φ 卜引 φ→上

































(2)R E LlST(ノ)=R E LlST(∈ノ )。
3.5.2 ンの第二階関係の定義
ンが標準的第二階構造であり, All,・… Ainがンの宇宙である (各A ijが個体宇宙かまたは関係
宇宙,すなわちA馬=AまたはA ij=Am,m≧1)とき, これらの宇宙のデカルト積の部分集合X:
X⊆All×…,×A in












個体の可算無限宇宙を持つ構造ノ (IAI=(0)に対して,ンの第一階関係の集合R E LiST(ノ)
は2 NO個のメンバーを持つ91とまた,ンの (固有)第二階関係の集合R E L2ND(ン)は2の2＼0乗
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個のメンバーを持つ°2七
3.5.2.1 命題 :上の定義 (3.5.2)より,以下のことが導かれる :
(1)R E LlST(ノ)⊆REL(ン), しか し R E LttT(ン)≠REL(ン)
(2)R E LlST(∈ノ)=REL(∈ノ )
3.5.3 つぎに,与えられた言語を用いて,ノで定義可能な第一階関係を定義する。ンを第二
階構造, X⊆Anを個体間のn項関係とする。このとき, Xがλ―L2を用いてンで定義可能な第一





X= ((xl,・…,Xn):(ノ, MXl Xn xl_Xn)SAT φ}
の とき,かつ そ の とき にか ざ る。 こ こでMは割 り当て で あ り, FREE(φ)⊆(xl,…・,Xn)。
DEFおT(ン, L2)を, L2を用いてンで定義可能なすべての第一階関係を含む最小クラスとする。




X=((vl,中●,L)∈All×…・×A in:ノ[F Xnxl―n]SAT φ}
であるとき,かつそ の ときにかぎる。 (ここで, FREE(φ)⊆{vl,・・・, )ゝ,各j(1≦j≦n)




3.5.4.1 命題 :以下の事柄が標準構造に対して当てはまる :
(1)DEF(ノ, L2)=DEF(ノ, λ―L2)
(2)DEFおT(ン, L2)=DEF｀T(ノ, λ―L2)














X= {(ul,・・・,un)∈A(1×…・×Alg・:ノ [m m tt Vm ul・…鴫 vl―Vm]SAT φ)。
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|     た量化の宇宙を持つとき,その宇宙を領域 (domain)と呼ぶことにする。以後,構造の領域に関
1     連する特性の定義を与え,特性の具体例を通して,第二階論理 (SOL)の表現力を考察する。












(∀ノ)[((xl, ・・・,xn):ノ [Xl・・・? xl…xn]SAT φ)=R∩An]。




(∀ノ)[{(vl,…,,端)∈A札×…・×A in:ノ[?・・・Ⅶ vl...Vn]SAT φ}=R∩
(A ll×… A in)]o
















































無限構造のすべての関数がこれ らの公理に従う必要はないからだ。例えば,構造 (N, 0, I)





















は, xとyがわれわれの形式言語で区別できない, ということを主張している。この式 (★)をH
xyとすると,Hは反射的かつ対称的かつ推移的である。しかし,この定義は完全ではない。実際,
デ (x)≠∫ (y)となるような,(☆)の第一階のモデルを与えることができるからである。こ
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こに,それの簡単な例がある。√=(ン,M)において,ノ=((1, 2, 3},Rン,Tン),Rン=


















“φ fin(Z)"を「集合Zは有限である」と読むとすると, これは以下のように定義できる :
























の集合とし (「={φ2, 03,・・・}),領域の無限性を表現している式φ inf(4.2.1節か照)を取る。







がモデルとなる :ント△)。 明らかに,有限構造ンはφユIafのモデルではない (ノ/φ ino。従っ





















われわれの可算言語に対して, レー ヴェンハイム=スコーレムの定理はこう主張する :
「文の可算集合Fが(何らかの)モデルを持つならば,そのときFは,その個体宇宙が
可算であるようなモデルを持つ」。
さて,われわれはすでに,宇宙が非可算であるということを主張する式 :φ uncを得ている (4.





い。(もしφuncが可算なモデルBを持つ (Btt φ unc)とすると,Bの個体宇宙Bは可算である。








詳しくはこうである。∀x(ヨy X2x y←→RxASx)は「2項関係X2の定義域 (とlnain)












合 (0,1,2,3,…}から その真部分集合である (正の)奇数の集合 (1,3,5,…}への
一対―の関数 :fn=2n+1(n=0,1,2,…)の存在により, 自然数全体の集合が無限集
合であること,が挙げられる。












VAR=(1=(1),(0,1),(0,1,1),(0,1,1,1), …・ (1,1),(1 1),(1 1,1,1),…)。





































=X2,fン(X2)=X3,fン(X3)=X4,fン(X4)=Xl,対応 す る B上の 関 数 fおが , fB(yl)=y2, fお
(y2)=y3,fお(y3)=ylとする。いま, hがAの元とBの元を, h(xl)=yl=h(x2),h(X3)=y2,
h(X4)=y3と対応づけたとする。ところが,h(fン(xl))=h(x2)=yl,fB(h(xl))=fB(yl)=










(14)(h[Cン])ccoPm c∝`=(D:ヨC(C∈OPER.CONSAh(Cン)=D)}(15)以下のようにして,～hが同値関係であることは示せる :x∈Aなる任意の個体xにつき, h(x)
=h(x)しかも (x,x〉∈A×A, ∴ (x,x)∈～h,よって～hは反射的である。任意のx,y∈
Aに対して,(x,労∈～hと仮定する。～hの定義より,(x,労∈A×Aかつh(x)=h(y)。i
(y,x)∈A×Aかつh(y)=h(x)。∴ (y,x)∈～ h。 よって,～hは対称的である。任意の x,
y,z∈Aに対して,(x,y)∈～hかつ (y,z)∈～hと仮定する。～hの定義により, h(x)=h
(y), h(y)=h(z)。∴ (x,z)∈A×Aかつh(x)=h(z).・.(x,z)∈～ h。 よって,～hは推





(17)定義により, H:A～h→Bだから, H[A～h]⊆B。 逆に,任意のyにつきy∈Bとする。仮定に





ある解釈FOで充足可能とする :デO tt「∪ (司φ}。 すると, FOtt F,かつデO卜司φ, i3.2.
1(F3)より, デ0/φである。しかし,①よリデO tt「⇒/Oφであるから, デ0卜φ, i矛盾で
ある。ゆえに,「∪ (司φ)は充足不可能でなければならない。(←:)いま, F/φ…②, と仮定










⇔∀√ (デトφ⇒デトψ)かつ∀デ (デトψ⇒デトφ)     [定義3.4.1, 3,3.1より]
⇔∀デ (デトφ←⇒デトψ)                   [∀,⇒に関する論理法則]
⇔∀/(デトφ←→ψ)                       [定義3.2,1(F3)]




⇔ (デトφ←⇒デトψ)                   [定義3.2.1(F3)による]
⇔ (デトφ&∫卜ψ)または (デ/φ&ノ/ψ)           [←⇒に関する論理法則]
⇔ (デ/φorデ/ψ)でないか,または (デトφ or√卜ψ)でない   [ド・モルガン法則等]
⇔ (ノト司φV¬ψ)でないか,または (ノトφVψ)でない  [定義3.2.1(F3)による]
⇔ (デ/φVψ)または (デ/司φV司ψ)                 [選言の交換律]
⇔√卜司 (φVψ)V司(司φVコψ)            [定義321(F3)による]
iF・(φ←→ψ)←→司 (φVψ)Vコ(司φV¬ψ)         [定義3.2 1,定義3.3.2]
(21)IAI=くOであ る か ら, I R E LlST(ン)|=I Un≧1'An l=|,AI十1ヂA21+|'A31
+…=1 2AI十12A21+12A31+…=2 1AI+21A21+21A31+…=
2 NO+2N。+2 NO十…=2ミ0となる。
(22)nを固定する (一般にαを無限基数とするときnα=αであるから)。 I Al,|=2 RO=張とすると,
I All×… Ain l=I Aiェ|×…× I Ainl=N×…×く=Nである。よって, |∪i≧1'(Ail×…
×A in)|=|'(All×…X n)|十1ヂ (A21×…×A2n)|+…=
2 1 All×
…×Alnl+21A21×…×A2nlキ_=2殺+2く+…・=2ミ=2(2軋)。








)∈A il×…×A in:ンEvl,…,Vn]SAT φ)(各jに対してタイプij∈VAR)となるか,の
いずれかである。Xが (?)または (?)の場合は,定義により直ちにX∈DEF(y, L2)で
ある。そこで (1)の場合を考える。いま, FREE(入xl…xn φ)=πであるから,式φの中
の自由個体変項はたかだかxl,…Ⅲ,Xnにすぎない。すなわち, FREE(φ)⊆(xl,・・・,Xn)であ
る。よって,ある解釈に対して, X=((xと,い・,xn):ヌ[Xl,…・,Xn]SAT φ)と書ける。つま
り,(■)の場合に帰着できるので, X∈DEF(ン, L2)である。こうして, X∈DEF(ン,
入―L2)⇒X∈DEF(プ, L2)が示せ た ので,逆の包 含 で あ るDEF(ン, λ―L2)⊆DEF
(ヌ, L2)が成り立つことが示せた。(Q.E.D.)
つぎに (2)の証明であるが, これも同様に実行できる。





のタイプijは1である。よって, X=(～1,…・,vn)∈AX■×A:ン[vl,・・, ]ゝSAT φ}∝
=xi∈A)と書ける。よって,定義3.5.4により, X∈DEF(プ, L2)。こうして, X∈DE
F lST(ン, L2)⇒X∈DEF(ン, L2)が示されたから, D E FlST(ン, L2)⊆DEF(ン, L2)
である。 しか し,例えば, X=((vl,v2)∈A2×As:ノ[vl,v2]SATφ)とお くとX∈DEF






ら, もしcO=c2ならば,XcOclとxcl c2と推移性によりXcOc2であるか らXcOcOとなって,反反射








(25)0(ゼロ)から出発して0に関数Sを連続して適用したときの関数値 :0, SO, SSO, SSS
O,…は無限列になる。なぜなら, これらはすべて互いに異なるからである。実際,第一公理によ
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(26)実際, Iは同一性関数だから, I(0)=0である。しかし,第一公理より, SO=I(0)≠0,
よつて矛盾である。
(27)包括公理 :ヨ!Xn∀xl…為 (Xnxl…xn―φ)の下線部分を “Ψ (Xn)"と略記すると,証
明すべきことは, ョXn V(Xn)∧VXn Yn(v(xn)∧V(Yn)→xn=Yn)でぁる。これは,
第二階論理で外延性の公理から,以下のようにして導かれる。
鮮 刃
ゆえに, ヨXnΨ(Xn)が導かれた。……① つざに,V XnYn(v(xn)∧Ψ Yn)→xn=Yn)
を示す。
V(Xn)AV(Yn)    Ψ (xn)AV(Yn)
V(Xn) V(Y・)
∀xl・】塩 (Xnxl・・Xn~φ)   ∀xl札  (Ynxl…n―φ)
(Xnxl・…xn<―→φ)         (Ynxl,“Xn~φ)
(*):外延性の公理 Xnxl・・xn  Ynxl_xn
Xn=Yn←→vxl…xn CKnxl.―xn←→Ynxl..X.)  ∀Xl―,x4(Xnxl・・・ n←→Ynxl..・Xn)
Xn=Yn
こうして,V(Xn)AV(Yn)の仮定の下で,外延性の公理を援用して,Xn=Ynが導かれたので,(→導
ヌ0によって,V(Xn)AV(Yn)→xn=Ynが導かれ, これに (∀導入)を施すことで,VXn vYn
(V(Xn)∧V(Y・)→Xn=Yn)が導かれる。 ……②
こうして,①と②により, 目的の式が外延性の公理から第二階論理で導かれる。
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